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Resume. — Nous dcmontrons qu'un automorphisme de l'espace de Douady de 
points sur une surface K3 (non necessairement algebrique) provient d'un automor- 
phisme de la surface si et seulement s'il laisse globalement invariant le diviseur ex- 
ceptionnel. Nous concluons sur quelques proprietes du reseau invariant et de son 
orthogonal sous Paction d'un groupe d'automorphismes symplectiques. 



Introduction 

L'etude des automorphismes des surfaces K3 a essentiellement commence avec 
Particle de Nikulin |13j et de nombreux progres ont ete faits ces dernieres annees, 
en particulier concernant Poperation induitc sur lc second espace de cohomologie a 
coefficients entiers (reseau invariant et son orthogonal). Par contre, peu de choses sont 
connues concernant les varietes symplectiques holomorphes, qui sont la generalisation 
des surfaces K3 en dimension superieure, meme sur les schemas de Hilbert de points. 

La motivation premiere de cette note est d'initier l'etude des automorphismes des 
varietes symplectiques holomorphes irreductibles, en vue de generaliser les resultats 
de Nikulin concernant les automorphismes des surfaces K3. 

Soit S une surface K3, n > 2 et P espace de Douady de n points sur S. C'est 
Pun des exemples les plus ctudies de varietes symplectiques holomorphes irreductibles. 
II existe une application naturelle Aut(5) — ► Aut(S™) dont Pimage consiste en 
des automorphismes naturels sur l'espace de Douady S^. Le probleme est de ca- 
racteriser ces automorphismes. Nous demontrons (theoreme[T]) que Punique condition 
est geometrique et tres naturelle : il faut et il suffit qu'un automorphisme de laisse 
invariant le diviseur exceptionnel pour provenir d'un automorphisme de la surface (il 
suffit en fait de verifier Pinvariance de sa classe de cohomologie). Ce resultat complete 
Particle [5] consacre aux proprietes des automorphismes naturels. Nous considerons 
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ensuite Taction d'un groupe d'automorphismes symplectiques et etudions les pro- 
prietes des reseaux naturellement associes. Nous obtenons quelques resultats relatifs 
au reseau invariant et son orthogonal, similaires a ceux de Nikulin |13j sur les sur- 
faces K3 ; certains sont vrais pour toute variete symplectique holomorphe irreductible, 
d'autres specifiques aux espaces de Douady. 

Nous remercions Daniel Huybrechts et Manfred Lehn pour lcurs observations. 



1. Rappels sur les varietes symplectiques holomorphes 

Soit X une variete complexe kahlerienne, symplectique et irreductible, de dimen- 
sion In (n > 1). Considerons la decomposition de Hodge 

H 2 (X, C) = H 2 '°(X) © H hl (X) © H°> 2 (X) 

et posons ff 1 ' 1 (X) E := H 1,l (X) n H 2 (X,R). Notons JC X l'ensemble des classes de 
H 1,1 (X)^ pouvant etre representees par une forme fermee de type (1,1) positive : 
e'est un cone convexe ouvert dans H ' (X)s,, le cone de Kdhler de X. 

II existe sur H 2 (X, Z) une forme bilineaire symetrique canonique (voir [3]) notee 
qx, la forme de Beauville-Bogomolov - dont nous noterons encore ainsi l'extension 
a H 2 (X, R) et H 2 (X, C) ainsi que la forme quadratique associee - non degeneree 
et de signature (3, &2PO — 3) sur H 2 (X, R), telle que i? 1 ' 1 (X) est orthogonal a 
H 2 >°(X) © H°> 2 (X). La restriction de q x a iJ M pf ) R a pour signature (1, b 2 (X) - 3) 
et pour toute classe de Kiihler ui 6 ICx, onagx(w)>0. 

Posons Sx '■= {a G H 1 ' 1 (X)$i\qx(ct) > 0}. La signature de qx indique que Sx 
est la reunion disjointe de deux cones convexes ouverts. Celui qui contient le cone 
de Kahler est note Cx, le cone positif ; l'autre composante est notee C' x et Ton a la 
propriete : x G Cx (—%) G C'x ■ Si w G /Cx, qx(w,-) est strictement positive sur 
Cx et pour tout diviseur effectif D sur X on a qx(u, [D]) > (voir 11). Dans le 
cas particulier ou X est une surface K3, cette propriete caracterise le cone de Kahler 
{qx s'identifie alors a la forme d'intersection usuelle) au sens ou si a; G Cx est tel que 
qx(u>,d) > pour toute classe d d'un diviseur effectif sur X tel que d 2 = —2, alors 
oj G ICx (voir pQ). 

Notons Ax C i/ 1,1 (5')R le cone ample, i.e. le cone engendre par les premieres 
classes de Chern c\{L) de fibres en droites amples L sur X. On a Ax C /Cx- 

Soit Peft r (X) C H 1 ' 1 (X, )e, l'ensemble des classes transcendantes pseudo-effectives, 
i.e. pouvant etre representees par un courant positif ferme de type (1, 1). C'est un 
cone convexe ferme. La pseudo-effectivite est stable par image reciproque (au sens 
des courants) par les applications surjectives entre varietes compactes - une classe est 
pseudo-effective si et seulement si son image reciproque Test - et Ton a ICx C Pef tr (X) 
(voir [6l [9]). D'apres Huybrechts [12] . C7 C Pef tr (X). 

Notons NS(X) := i? 1 ' 1 (X) R n H 2 {X, Z) le groupe de Neron-Severi de X, posons 
:= rgNS(X) le nombre de Picard et T{X) := NS(X) X l'orthogonal de NS(X) 
dans iJ 2 (X, Z) pour , le reseau transcendant. Nous notons la signature d'un reseau 
sous la forme d'un triplet du nombre de valeurs propres positives, nulles puis negatives 
de la forme quadratique reelle associee. II y a ici trois types possibles : 
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- type hyperbolique : NS(X) est non degenere, de signature (1, 0, p(X) — 1) et T(X) 
a pour signature (2, 0, b2(X) — p(X) — 2) ; 

- type parabolique : NS(X) D T(X) est de dimension 1, NS(X) a pour signature 
(0, 1, p(X) - 1) et T(X) a pour signature (2, 1, b 2 (X) - p{X) - 3) ; 

- type elliptique : NS(X) est defini negatif, de signature (0,0, p(X)) et T(X) a 
pour signature (3, 0, 62 (-^) — p(X) — 3). 

D'apres Huybrechts X est projective si et seulement si NS(X) est hyperbolique. 



2. Schema de Hilbert de points sur une surface K3 

Soit S une surface K3 (non necessairement algebrique) et n > 2. Notons S n le pro- 
duit de n copies de S, pi : S n — ► S la projection sur le i-eme facteur, :— S n /& n 
le quotient symetrique de S, oil le groupe symetrique & n agit par permutation des 
variables, n: S n — » S^"* 1 l'application quotient, A la reunion de toutes les diagonales 
de S n et D := 7r(A) son imag edans Notons V espace de Douady (ou schema 
de Hilbert lorsque S est algebrique) parametrant les sous-espaces analytiques de S 
de dimension nulle et de longueur n. D'apres Beauville [3 , est une variete com- 
plexe kahlerienne, symplectique et irreductible. Le morphisme de Douady-Barlet (de 
Hilbert-Chow dans le cas algebrique) p: S*- n ' — > S^ n ' est projectif et bimeromorphe, 
c'est une resolution des singularites dont nous notons E := p^ 1 (D) le diviseur excep- 
tional ; il est irreductible. 

II existe un morphisme injectif 1: H 2 (S : C) — > H 2 (S^ n \ C) tel que 

H 2 (S [n] ,C) = l(H 2 (S,G)) ®C[E] 

(nous noterons e := [E]) construit ainsi : pour a G H 2 (S,C), il existe un unique 
(3 G H 2 (S ( - n \G) tel que ir*f3 = p*a + - ■ -+p* n a et Ton pose l(q) :— p*j3. Le morphisme 
b est compatible aux structures de Hodge. 

Convenablement normalisee, la forme q :— g S H verifie q(i,(a)) — a 2 pour tout 
a G H 2 (S,<C) et q(e) = -8(n - 1). De plus e est orthogonal a 1 (H 2 {S,<C)). Pour la 
structure entiere : H 2 (St n \ Z) = 1 (H 2 {S, Z)) © ZS oil 6 est tel que 25 = e (voir [3]). 

II existe un morphisme de groupes naturel — „ : Pic(5) — » Pic(5'"') construit ainsi : 
pour tout fibre L £ Pic(S'), le fibre &)™ = iP*L descend en un fibre C sur Pic(5( n )) et 
Ton dcfinit L n := p* C. Par construction, on a c\(L n ) = t(ci(L)). Rappelons que 
Pic(5W) S (Pic(5)) n © Z£> avec I? 2 et ci(X>) = -5. 

Lemme 1. — 

1. l(C s ) C C S ln\. 

2. Si to :— l(luq) + Ae G C<y[«], alors loq S C5. On a l(Cs) — CgM (1 t (i? ' (iSQb,) . 

3. l(ICs) (~1 /C S [n] =0. Si u> = l(ujq) + Ae G /C s h aZors A < et ujq e /C5. 

Demonstration. — 

1. Soit Z„ le schema de Hilbert isospectral, defini comme le produit direct reduit 
de avec 5 1 ™ au-dessus de (voir Haiman [10) ) et Z n —* Z n une resolution des 
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singularites. On a un diagramme commutatif 

s 

S [n] S (n) 

oil / et g sont surjectives. Pour tout a G H 2 (S, C), on voit immediatement que i{a) 
est tel que /*t(a) = g*(p\a + • ■ • +p*a). Pour u> G /Cs, w n := p*w + • • • + p n 0J est une 
classe kahlerienne de S n done g*(w„) est pseudo-effective, soit G Pef tr (-^rt)- 

Ceia implique que l(lS) G Pef tr (S'["]), ce qui exciut que l(u>) soit contenue dans la 
composante connexe C' s[n] . II en resulte que t(Cg) C C s h. 

2. Si o> = t(w ) + Ae G C s m, on a w 2 - 8A 2 (n — 1) = q(uo) > done w 2 > 0. 
Si Wo G Cg, alors (— Wq) G C$ et d'apres la premiere assertion et par convexite on a 
uj + c(—ljq) — Ae G Cg[n] ce qui est absurde, done too G C5. 

3. Si w e /Cs, alors g(t(o;),e) = done l{uj) n'est pas hahlerienne pour S^. Si 
uj = l(u)q) + Ae G /Cgtni, on a < <z(w,e) = — 8A(ra — 1) puisque e est la classe d'un 
diviseur effectif, ce qui force A < 0. D'apres la deuxieme assertion onawo G Cs- Si 
cjo ^ A^s il existe un diviseur effectif D sur S 1 tel que ujo ■ [D] < 0. Alors i([D] ) est encore 
la classe d'un diviseur effectif et on a q(ui, l([D})) = ujq ■ [D] < 0, contradiction. □ 

Remarque 1. — L'argument utilise pour la premiere assertion nous a ete commu- 
nique par Daniel Huybrechts. Si S est algebrique (done projective), on peut argu- 
menter differemment. II existe une autre application Pic(5 l ) — > Pic(S'[™l) : notons 
H„ C S x S*!"! /a famille universelle et p, q les projections respectives sur S et ; 
le morphisme p est plat. Pour L G Pic(S), posons 
L 'application ip n'est pas un morphisme de groupes et on a la relation : 

1>(L) =L n ® 0{-E) 

(voir [4j Theoreme A.1]J. D'apres Catanese&Gottsche [7], est tres ample 

si et seulement si L est n-tres ample (au sens ou pour tout sous-schema £ C S 
de dimension nulle et de longueur inferieure ou egale a n V application canonique 
H°(S,L) — ► H°(S,L <S> O^) est surjective). En particulier, si L est ample, pour k 
assez grand L k est tres ample et L kn est n-tres ample (voir [4j Lemme 0.1. 1]), done 
ij}{L kn ) est tres ample. Puisque S est projective, il existe un fibre tres ample L, done 
C\(L) G As- On obtient ci(ip(L kn )) = kn ■ t(ci(L)) — e G Agin], ce qui exciut que 
i(ci(I/)) G C' s[n] sinon par convexite on aurait e G C' s[n] . 

3. Classification des automorphismes naturels 

Soit S une surface K3 et n > 2. II existe un morphisme naturel Aut(5) =— > Aut(S^) 
associant a un automorphisme ip de S l'automorphisme note ip^ de (voir [5]). Un 
automorphisme / de S*'™' est dit naturel s'il est dans l'image de ce morphisme, i.e. s'il 
existe un automorphisme tp de S tel que / = ^>M. De la relation t/>M o p = p o if)( n \ 
oil if)( n *) est similairement l'automorphisme de induit par ip, et du fait qu'un 
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automorphisme naturel laisse globalement invariant le diviseur exceptionnel, on deduit 
que Taction de ip^ sur H 2 (S^ , Z) se decompose sous la forme (ip^)* = (ip*, id) dans 
la decomposition H 2 (S [n] , Z) = H 2 (S, Z) ® Z<S. 

Theoreme 1. — Soit S une surface K3 et n > 2. Un automorphisme f de est 
naturel si et seulement s'il laisse globalement invariant le diviseur exceptionnel. 

Demonstration. — La condition est clairement necessaire. Reciproquement, l'auto- 
morphisme / induit une isometrie /* du reseau (H 2 (S,1i),q) et si / laisse globa- 
lement invariant le diviseur exceptionnel, on a f*(S) = 6. Puisque S est orthogonal 
a i (H 2 (S, Z)) pour la forme q, /* stabilise I (H 2 (S, Z)) done se decompose sous la 
forme /* = (ip, id) ou ip est une isometrie de Hodge du reseau H 2 {S, Z). 

Soit u> G /C5H, que le lemme [1] permet de decomposer de maniere unique sous la 
forme u> — l(u>q) + Xe avec u>o G fCs- Alors 

/*t(wo) = t(tp*(u} )) + Ae e /C sM , 

ce qui entraine d'apres le meme lemme que ip(uJo) 6 K-s- D'apres le theoreme de Torelli 
global, Tisomctric de Hodge effective ip est induite par un unique isomorphisme ip de 
S tel que ip* = L P- 

L' automorphisme naturel ip^ de induit par ip verifie done (ip^)*(5) = S et 
(^ W )*j?=(S,z) = V donc N )* = /* sur H 2 (S^,Z). D'apres Beauville \2, Proposi- 
tion 10], ^application Aut(5 [ ™ ] ) -> 0(H 2 (S [n \ Z)) est injective, done / = □ 

Remarque 2. — 

- Debarre [8] demontre le resultat similaire concernant les transformations bira- 
tionnelles. 

- Le resultat ne se generalise pas aux varietes de Kummer generalisees car elles 
admettent des automorphismes non triviaux agissant trivialement sur le second 
espace de cohomologie f[2| Proposition 9]). 



4. Surfaces K3 de nombre de Picard un 

Soit S une surface K3 et n > 2. Pour tout / G Aut(S , ["l), nous definissons Vindice 
de / par 

9(e) 

de telle sorte que, dans le groupe de Neron-Severi de /, on a /*(e) = A(/)e + ou 
d G NS(5). On voit immediatement que tout automorphisme naturel est d'indice 1, 
que pour tout automorphisme naturel / et tout automorphisme g G Aut(S , ["l) on a 

A(/°.g) = A( 5 ) = A(.go/), 

et en particulier A(/ ojo = A(g) done l'indice est invariant pour Taction par 
conjugaison de Aut(5') (via les automorphismes naturels) sur 

Dans [5], il est demontre que si S est de nombre de Picard nul, alors tout au- 
tomorphisme est naturel. L'argument utilise etait de nature plutot topologique et 
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le theoreme [T] en donne une seconde demonstration essentiellement algebrique. Nous 
traitons ici le cas ou le nombre de Picard vaut un. 

Proposition 1. — Soit S une surface K3 de type hyperbolique ou elliptique telle que 
p(S) — 1 et n > 2. Alors f G Aut(S , I"l) est naturel si et seulement si \(f) = 1. 

Demonstration. — On a NS(5) = Z<i avec d 2 ^ 0. Posons /*(e) = A(/)e + fn(d) avec 
(i E Z. Puisque /* est une isometrie, on a q(e) — X(f) 2 q(e) + [i 2 d 2 . Si A(/) = 1, alors 
/i = done /*(e) = e. Puisque E est rigide, il est done globalement invariant par /, et 
d'apres le theoreme [TJ / est un automorphisme naturel. La reciproque est claire. □ 

Remarque 3. — 

- Dans cet enonce, si la surface S est algebrique (cas hyperbolique), alors I'indice 
d'un automorphisme n'est jamais nul, car f*(e) = fii(d) donnerait la norme 
—8(n — 1) = n 2 d 2 , impossible si d 2 > 0. 

- Le cas des surfaces paraboliques echappe a cette description. 

La question est de savoir si l'invariant A: Aut(SM) -> Z suffit a caracteriser 
l'orbite des automorphismes naturels. Le resultat qui precede montre que e'est le 
cas en particulier pour toute surface K3 algebrique generique. Prenons par exemple 
S C P3 une surface K3 algebrique generique, ne contenant aucune droite. Notons h 
la classe d'un diviseur hyperplan. L'involution i bien connue de Beauville [2] sur 
est telle que i*(e) = — 3e + Ah et i*(h) = —2e + 3h (voir par exemple Debarre [8]). 
Notre critere (re-)demontre que cette involution n'est pas naturelle. 

5. Automorphismes symplectiques 

Soit X une variete symplectique holomorphe irreductible et G C Aut(X) un groupe 
fini d'automorphismes. Notons ax un generateur de H 2 '°(X). Soit /3: G — > C* le 
caractere tel que g*o~x — P{g)ox pour tout g £ G. Le groupe image de [3 est un 
groupe cyclique dont l'ordre s est appele Vindice symplectique de G. Si s = 1 on dira 
que G est un sous-groupe d' automorphismes symplectiques. Si X n'est pas projective, 
on a toujours s — 1 (voir [2[ Proposition 6 (i)]). Nous notons Aut°(X) le groupe des 
automorphismes symplectiques de X ; e'est un sous-groupe normal de Aut(X). 

Observons que si S est une surface K3, l'inclusion Aut(5) Aut(S , [™]) induit une 
inclusion Aut°(S') Aut°(S'[™]) car si as est une forme symplectique sur S, i(cs) 
est une forme symplectique sur (voir [2]). 

Posons Tg(^) := H 2 (X, Z) G . Puisque la forme qx est non degeneree sur H 2 (X, Z) 
et G-invariante, on voit facilement que sa restriction a Tg(X) est non degeneree et 
on pose S G (X) := Tg(X) 1 - dans H 2 (X, Z). On a done T G (X) n S G (X) = {0}. 

Lemme 2. — Le reseau Sg(X) est non degenere et ne contient pas de classes de 
diviseurs effectifs. 

Demonstration. — Puisque Tg(X) est non degenere, il en est de meme de Sg(X). 
Supposons que c € Sg(X) est la classe d'un diviseur effectif. Alors c := J2g£G9* c 
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est effectif mais c s S G (A) H T g (X) = {0} done c est la classe d'un diviseur effectif 
lineairement equivalent a zero, e'est impossible. □ 

Lemme 3. — Soit S une surface K3, n > 2 et G un sous-groupe fini d'automor- 
phismes symplectiques de . 

1. Le groupe G agit trivialement sur le reseau transcendant T(S^). Si S est de 
type hyperbolique ou elliptique, le resulted reste vrai si G n'est pas suppose fini. 

2. On a T(S*N) c T G (SN) et S G (£M) C NS(5M). 

3. Si S est de type parabolique ou elliptique, alors Sg(S^) est defini negatif. 
Demonstration. — 

1. Observonsque NS(£M) = t (NS(5))©Z<J et T(S^) =t(T(S)). Soit t e T(S^). 
On calcule que 

q(t,a sM ) = q(g*t,g*a s[n] ) = q(g*t,a sln] ) 

done g*t — t € T(S^) n NS(S , ["1). Dans les cas hyperboliques et elliptiques cette 
intersection est reduite a zero done g*t — t (ceci est done vrai aussi si G n'est pas un 
groupe fini). Dans le cas parabolique, F := T(S^) n NS(5W) = Z et 1' argument qui 
precede montre que G agit trivialement sur T(S^)/F. Soit c un generateur de F. 
Alors c est de la forme c = l(cq) avec c G T(S) flNS(5) et q(c) = Cq = done d'apres 
le theoreme de Riemann-Roch, cq ou —cq est un diviseur effectif; disons que e'est Cq. 
Alors c est aussi un diviseur effectif done g*c — c. Ainsi g* agit trivialement sur F 
et T(SW)/F done toutes ses valeurs propres sur T(SM) sont egales a un. Puisque 
g est d'ordre fini, g* est diagonalisable done finalement g* agit comme l'identite sur 
T(S*N). 

2. La premiere inclusion resulte de l'assertion precedente, la deuxieme s'obtient par 
orthogonalite. 

3. On a S G (S , ["]) C NS^"!) et ce dernier est de signature negatif, done S G (£ W ) 
est negatif, et non degenere d'apres le lemme [U done finalement defini negatif. □ 

Remarque 4- — 

f . La premiere assertion generalise le resultat equivalent de Nikulin |13j concer- 
nant les surfaces K3, et reste vraie pour toute variete symplectique holomorphe 
irreductible de type hyperbolique ou elliptique, par le meme argument (voir [2j ) ; 
seul le type parabolique est nouveau et obtenu uniquement pour les espaces de 
Douady (le type de S est aussi celui de ). La reciproque est vraie sur toute 
variete symplectique holomorphe irreductible X (e'est en partie ecrit dans [2],) : 
si G est un groupe (non necessairement fini) d'automorphismes agissant trivia- 
lement sur le reseau transcendant, alors G est symplectique. En effet, puisque 
rg(T(X)) > 3 et rg(T(X) n NS(X)) < f il existe t e T(X) \ (T(X) n NS(S')), 
pour lequel pour tout g S G on a 

q(o- x ,t) = q(g*o- X) g*t) = f3{g)q(a x ,t) 

done (1 — (3(g))q{ax,t) = mais t NS(5) done (3(g) = 1. 
2. La deuxieme assertion est vraie pour toute variete symplectique holomorphe 
irreductible de type hyperbolique ou elliptique (par le meme argument). 
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3. La troisieme assertion dans le cas hyperbolique est trivialement vraie si le groupe 
G est constitue uniquement d'automorphismes naturels, d'apres le resultat si- 
milaire de Nikulin, mats le cas general echappe. 

D'apres Oguiso |14l Theoreme 1.4], le groupe d'automorphismes d'une variete sym- 
plectique holomorphe non projective est de type fini mais la question reste ouverte 
dans le cas projectif (loc. cit.). On sait par contre que dans cette situation, le groupe 
quotient Aut(X)/ Aut (X) est cyclique fini (Beauville |2j. Si S est une surface K3, 
on sait que l'application Aut(5'™]) — » 0{H 2 {S^ n \ Z)) est injective, done on peut se 
demander si les groupes Aut°(S' n ]) et Aut (5^) sont de type fini encore dans le cas 
algebrique, generalisant le resultat de Sterk [15] . 
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